Der glaserne Aschenbecher

Zur Verallgemeinerung des Eulerschen Polyedersatzes

Der Eulersche Polyedersatz e — k + f = 2 wird in der Schule oft
unterschatzt und mit fur Schulerinnen und Schuler argerlichen
Voraussetzungen zitiert, so dass er scheinbar wenig Perspektiven
fur weiterfUhrende Aktivitaten und Untersuchungen bietet. Das hat
sich bei einer Diskussion rund um einen glasernen Aschenbecher
unter den Mathematikern im Lehrerzimmer schlagartig verandert.

An unserer Schule, der Kantons-
schule Ziircher Oberland, gab
es eine Zeit, in der im Lehrer-
zimmer geraucht werden durfte
und entsprechend grofle Aschen-
becher aufgestellt waren. Auch
auf dem ,,Mathematikertisch*
stand ein Modell, welches da-
mals Standard war: In einem
Quader aus Glas war von oben

her ein Quader ausgespart wor-
den, so dass eine Mulde fiir die

Asche gebildet wurde (Abb. 1).
Bei einem so schonen geome-

trischen Korper vor Augen, lag

es nahe, dass wir in einer Pause

den Eulerschen Polyedersatz fiir
die Eckenzahl e, die Kantenzahl

k und die Flachenzahl f an die-
sem Anschauungsobjekt iliber-
priiften:
e—k+f=2

Schnell waren die Zahlen unter
den Kollegen ermittelt: e = 16,
k=24 und f= 11, was auf ei-
ne Konstante (die Euler-Charak-
teristik) 3 anstatt 2 auf der rech-
ten Seite der Gleichung fiihrte.
Ebenso rasch war der Grund fiir
die Abweichung gefunden: Der
Korper ist ja nicht konvex und
diese Voraussetzung sollte er-
fiillt sein, damit der Eulersche
Polyedersatz angewendet wer-
den kann.

Die angeregte Diskussion un-
ter den Mathematik-Kollegen en-
dete kurz vor dem Ende der Pau-
se damit, dass jemand sagte, man
solle doch 1in Gedanken den 1n-
neren Quader so stark nach unten
vergroflern, bis auch unten ein
Loch entstiinde. Damit falle eine
Flache weg, namlich der innere
Boden, und die Konstante verrin-
gere sich auf 2, was ja dann kor-
rekt sei. Mit einem unguten Ge-
fiihl im Bauch verlief3en die Kol-
legen das Lehrerzimmer, um in
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die nachste Unterrichtsstunde zu
eilen.

Die Voraussetzungen
in Frage stellen?

Man begann iiber die Sache nach-
zudenken. Als erstes erinnerte
sich ein Kollege, wie sich seine
Schiilerinnen und Schiiler daran
stieBen, dass 1n den Vorausset-
zungen zum Eulerschen Polye-
dersatz das Wort ,.konvex‘ auf-
tauchte. Man kann ja beispiels-
weise bel einem reguldren Iko-
saeder durchaus eine Ecke nach
innen stiilpen, ohne dass sich an
der Zahl der Ecken, Kanten und
Flachen etwas dndert.

Und beim Beweis des Euler-
schen Polyedersatzes hatten sie
nur beniitzt, dass man das Gebil-
de aus Kanten und Ecken nach
Entfernen von einer einzigen
Seitenfliche in eine Ebene auf-
biegen kann und so einen zu-
sammenhdngenden Graphen aus
Kanten und Knoten erhailt, fur
den mit Induktion gezeigt wer-
den kann, dass die Beziehung
e —k + f=2 gilt, sofern man
das umgebende unendliche Ge-
biet als die zuvor entfernte Fla-
che mitzihlt (s. Jeger/Ineichen
1971). Damit dieses Aufbiegen
klappt und damit der Graph zu-
sammenhidngend 1st, kann man
zum Beispiel voraussetzen, dass
das urspriingliche Polyeder to-
pologisch dquivalent zu einer
Kugel ist und dass alle Seitenfla-
chen Polygone sind. Diese Vor-
aussetzungen haben den Schiile-
rinnen und Schiilern viel besser
eingeleuchtet, als die zu starke
Voraussetzung der Konvexitit.

Damit war eine neue Diskus-
sion zum Aschenbecher angesto-
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Abb. 1: Gilt der Eulersche Polyedersatz auch beim alten Aschenbecher

aus unserem Lehrerzimmer?

Abb. 2: Die Ringflache wird in Trapeze zerlegt — nun sind alle Seitenflachen

Polygone

fen. Das Problem ist nicht die
Einbuchtung. Die Schwierigkeit
liegt darin, dass der obere Rand
des Aschenbechers kein Poly-
gon, sondern eine ringartige Fla-
che ist. Natiirlich ist ein Mathe-
matiker geneigt, mit einer einzi-
gen Verbindungskante von zwel
Punkten des Ringes diesen zu
durchschneiden. Das fiihrt sofort
auf eine um eins groflere Zahl k
und der Eulersche Polyedersatz
1st erfiillt. Mit dieser neuen Kan-
te wird das aufgebogene Gebilde
aus Ecken und Kanten natiirlich
bereits zusammenhédngend, was
gentigt. Fur die Schiiler ist aber
die stiarkere Voraussetzung, al-
le Seitenflachen seien Polygone,
etwas anschaulicher. Daher zer-
legt man aus dsthetischen Griin-
den den Ring nicht nur mit einer
einzigen Kante in einer ,,Ring-
ecke®, sondern mit vier Kanten
in vier Trapeze (Abb. 2). Da die-
se vier Trapeze an die Form der
Fenster von alten Engadinerhéu-
sern (Abb. 3) erinnern, nannten

Abb. 3: Vier Trapezflachen eines
typischen Fensters im Engadin

wir dieses Vorgehen die ,,Enga-
dinerisierung des Ringes™.
Damit erhoht sich bei dem
Aschenbecher die Kantenzahl
um vier, wiahrend anstelle der ei-
nen Ringfliche nun vier Flachen
gezdhlt werden miissen. Es er-
hoht sich die Zahl der Flachen
also um drei, die der Kanten um
vier, und somit ist der Eulersche
Polyedersatz wieder gerettet.
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Durchlocherte Polyeder

Der Kollege, der bei der ersten
Begegnung mit dem Aschenbe-
cher den inneren Boden nach un-
ten verschoben hat, bis es ein
durchgingiges Loch im Korper
o1bt, liel3 nicht locker und fragte,
was denn bei einem torusartigen
Korper gelte. Natiirlich muss-
te man den nun entstehenden
Ring 1im Boden auch zuerst noch
.engadinerisieren®, was auf die
Zahlen e =16, k=24 +4 + 4
= 32 und f= 16 und somit auf
e — k + f =0 fiihrte. Tatsdachlich
kann man zeigen, dass pro Loch,
welches durch ein Polyeder ge-
bohrt wird, die Euler-Charak-
teristik um 2 sinkt. Hat also ein
Korper j Locher (und hat er da-
mit eine Oberfliche mit dem Ge-
schlecht j), dann lautet der Eu-
lersche Polyedersatz (s. Hilbert/
Cohn-Vossen, 1973):
e—k+f=2-72j.

Damit kommen wir zum to-
tal durchlocherten, aber bereits
,engadinerisierten Aschenbe-
cher” und stellen uns folgende
Aufgabe: Wie viele Locher hat
der in allen drei Raumrichtungen
durchbohrte Wiirfel? (Abb. 4) In-
teressanterweise gibt es drer vol-
lig verschiedene Losungswege:

Losung 1

Wir zdhlen einfach die Ecken,
Kanten und Flidchen dieses Kor-
pers und setzen die Zahlen e, k
und f in die Gleichung des ver-
allgemeinerten Eulerschen Poly-
edersatzes ein, so dass wir dann
die Anzahl j der Locher berech-
nen konnen.

Losung 2

Mit einer kleinen Vorstellungs-
iibung werden wir den Korper
verformen, um die Locher leicht
zahlen zu konnen: Der kleine
schwarze, links unten vorne be-
findliche Wiirfel sei sehr hitze-
resistent (Abb. 5). Die unteren
vier Balken des Korpers sollen
massig hitzeresistent sein, da-
gegen aber alle acht oberen Bal-
ken leicht schmelzen. Beim Er-
hitzen werden sich nun die obe-
ren Balken zu Toren verformen
und verkleinern. Sind diese To-
re klein genug, konnen wir sie
auf den unteren Balken so nach
links vorne schieben, bis sie auf
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dem schwarzen Wiirfel zu lie-
gen kommen. Schliel3lich kann
der halb hitzeresistente Bogen
durch Erhohen der Temperatur
seinerseits angeschmolzen und
verkleinert werden, so dass nur
noch eine gewisse Zahl von Bo-
gen — die gesuchte Zahl — am
kleinen schwarzen Wiirfel hén-
gen. Solche topologischen Ver-
formungen haben die Schiile-
rinnen und Schiiler derart faszi-
niert, dass zwel von ithnen mir
aus Ton geformte Korper brann-
ten, welche die verschiedenen
Stadien der Verformung zeigen

sollten (Abb. 6).

Losung 3

Die handwerklich schnellste Me-
thode beriicksichtigt, dass eine
Bohrmaschine, welche die qua-
dratischen Locher ausbohrt (We-
ber, 1998), genau dann ein Loch
vollendet hat, wenn sich die Tou-
renzahl der Maschine einmal ab-
senkt und dann einmal erholt.
Hort man also innerlich die-
ser Bohrmaschine wihrend des
Bohrens in den drei Raumrich-
tungen zu, kann man zihlen, wie
oft sich die Tourenzahl absenkt
und wieder normalisiert. Die An-
zahl Absenkungen gibt wieder-
um die gesuchte Anzahl Locher
des Korpers an.

Hohere Dimensionen

Esgibtnocheine weitere Verallge-
meinerung des Eulerschen Poly-
edersatzes Dimensionen: Henri
Poincaré (1854—-1912) hat fiir
einfache Polyeder im n-dimen-
sionalen Raum gefunden, dass
die Anzahlen der begrenzenden
Objekte — d. h. die Anzahl N, der
nulldimensionalen Ecken, die
Anzahl N, der eindimensionalen
Kanten, die Anzahl N, der zwei-
dimensionalen Begrenzungspo-
lygone, der Anzahl N, der dreidi-
mensionalen Begrenzungspolye-
der usw. — in einer alternierenden
Summe stets eine Konstante er-
geben (s. Hilbert/Cohn-Vossen,
1973):

Ni=N 4+ Nj— N

e+ (DN =1 (=1)
Aus diesem Grund sollte der Eu-
lersche Polyedersatz fiir n = 3
nicht — zur Vermeidung von ne-

gativen Zahlen beim Berech-

Abb. 4: Wie viele Locher hat
der Korper?
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Abb. 5: Vorstellungsubung:
Was geschieht beim Schmelzen,

wenn der kleine schwarze Wurfel
hitzeresistent bleibt?

Abb. 6: Topologisch verformte Objekte — von Schulerinnen erstelit

Polyeder &
Tetraeder 4
Wurfel 8
Oktaeder 6
Dodekaeder 20
Ikosaeder 12
FuBball 60
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f e-k+f
4 2
6 2
8 2
12 2
20 2
32 2

Tab. 1: Der Eulersche Polyedersatz solite dimensionsmaBig geordnet

zitiert werden

nen — in der scheinbar einfache-
ren Form ¢ + f— k=2, sondern
dimensionsmiflig geordnet 1n
der Form e — k + f = 2 prisen-
tiert werden (Tab. 1).
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Hinweis: Einen Film ohne Worte kann von

der russischen Homepage in zwel
verschiedenen Qualitaten herunter-
geladen werden unter: http://www.
etudes.ru/ru/mov/mov017/index.php
(Download-Links gleich nach dem
Titel der Seite).
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